
基于 Bayes准则自适应Gabor系数缩减的信号恢复

张宗平,刘贵忠,张茁生
(西安交通大学信息与通信工程系,西安 710049)

� � 摘 � 要: � 信号在联合时频平面内是相对稀疏的,鉴于此, 本文通过假设信号 Gabor展开系数先验分布和噪声 Ga�
bor展开系数的先验分布, 然后应用 Bayes 准则从含噪信号 Gabor 展开系数的后验分布估计未知信号的 Gabor 展开系

数,实现时变滤波. 数值实验表明该方法是合理有效的.
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Abstract: � Considering the sparseness of Gabor coefficients of the underlying signals in joint time�frequency plane, this paper

describes an adaptive signal recovery approach, obtained by shrinking the Gabor coefficients based on Bayes rule. Via the assumption

of prior distributions of Gabor coefficients for the unknown signals and noises, we present a closed form expression for the posterior esti�
mation of Gabor coefficients of the unknown signals, implementing time�variable filtering in time�frequency domain.The validity and ef�
fectiveness of the proposed scheme are demonstrated with numerical experiments.
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1 � 引言
� � 设含噪观测序列 y= [ y 1, y 2,  , yN ] T 可描述为模型:

y i= f ( t i )+ �i , i= 1,  , N (1)

其中: �i 是数学期望为 0, 方差为 �2 的随机噪声. 基于 Gabor

变换的信号恢复就是先通过离散 Gabor 变换将信号变换到时

频域中去,在时频域中通过时变滤波器进行滤波实现噪声清

除,最后通过反变换从去噪的 Gabor 系数恢复未知信号 f ( t) .

从噪声中恢复未知信号一直是工程界探讨的主题之一,

虽然参数回归方法在许多领域已经取得非常好的效果, 但工

程中出现的大量非线性现象使得基于线性模型的参数回归方

法难以凑效,因此非参数回归方法成为近年来理论界和工程

界研究的热点.其中已经取得成效非参数回归方法有: 样条平

滑方法[ 1]、核估计方法[ 2]以及近年发展起来的基于小波变换

的非参数回归方法[ 3~ 7] . 本文所研究的基于 Gabor 变换的信

号恢复属于广义 Fourier级数展开方法.

信号的Gabor展开是在不同持续期内将函数在不同频道

内展开.因此 Gabor展开系数具有时频谱特性. 但 Gabor 展开

存在的问题是,它的基函数不是正交的, Gabor 展开系数不唯

一, Gabor展开系数能否反映信号的时频谱特性要取决于对偶

函数与基函数的相似程度, 因此只有优化的几乎正交的对偶

函数才能较好地反映信号的时频谱特性[ 8, 9] . 从实践上看, 一

个优化的对偶函数决定了信号的 Gabor 变换是过采样的, 因

此在变换域内的信号的表达是冗余的 .因而变换域内的部分

扰动不会引起重建信号的较大失真, 这恰好提高了信号重建

的稳键性.

白噪声通常散布在整个时频平面上,而真实信号的能量

通常聚集在一个相对很小的区域内, 因此潜在的未知信号的

Gabor系数集是稀疏的. 也就是说, 信号的 Gabor 系数幅值绝

大多数都很小, 仅有为数很少的一部分很大, 这些少许系数可

以很好地诠释真实信号的行为.因此通过将幅值很小的 Gabor

系数缩减为零, 可以达到去噪的目的.在联合时频域内通过时

变滤波器进行去噪恢复信号由来已久 ,它既可以基于线性时

频表达式也可以基于双线性时频表达式. 但由于基于线性时

频表达式的信号重建算法简单, 线性时频方法格外受到青

睐[ 10] .在文献[ 11]中, X. G. Xia 和 S. Qian 讨论了在已知信号

特征的情形下, 在 Gabor域内基于掩膜迭代滤波方案, 对信号

的恢复获得了良好效果.但实践中大量存在的是恢复信号特

性未知, 因此这个算法的实际应用受到很大的限制.

本文基于 Bayes框架, 提出了一种自适应 Gabor系数缩减
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方案.首先对信号的 Gabor 系数的分布作先验分布假设以捕

捉信号 Gabor系数的稀疏特性, 然后应用 Bayes 准则从含噪信

号Gabor 系数的后验分布估计出信号的 Gabor系数. 最后, 通

过数值实验验证了该方法的信号恢复效果. 本文的思想源于

这样一个事实:基于 Bayes 框架的缩减方案在小波去噪方面

获得了成功[ 6, 7, 12,13] , 基于 Bayes 准则的自适应小波缩减的信

号恢复所利用的仅仅是信号的小波系数稀疏特性.

2 � Bayes去噪方案的提出

� � 正如引言所述,在一个优化的对偶 Gabor基函数变换下,

尽管优化的对偶基函数可能导致过抽样,但相对总体抽样,信

号在 Gabor 变换域内应有比较有效的表示, 即真实信号可以

用相对很少的 Gabor 变换系数很好地重构. 很显然, 可以用

Bayes模型对信号的 Gabor 系数分布作假设, 并且这个假设对

绝大多数信号都是有效的. 为方便起见, 用 G 表示 Gabor 算

子,用 G- 1表示 Gabor逆算子, 则在 Gabor域内:

ŷ = Gy= Gf + G�= f̂ + �̂

其中 ŷ= ( ŷj , k)为观测值的 Gabor变换, f̂ = (f̂ j , k )为信号的 Ga�
bor变换, �̂= ( �̂j , k )为噪声的 Gabor 变换.

对 �̂j , k和f̂ j , k分布先作以下假设:

�̂j , k~ N (0, C�̂) (2)

f̂ j , k~ ( 1- w j , k ) N ( 0, Cf̂
1) + w j , kN ( 0, Cf̂

2) (3)

假定式中 C�̂已知(事实上 C�̂可以很好地估计出来, 这将在算

法实现部分详细讨论) . 其中 f̂ j , k分布的混合参数w j , k也有其

自己的经验分布,它由下式确定:

P ( w j , k= 1) = 1- P( w j , k= 0)= p (4)

因此先验假设分布的待定参数为 p、C
f̂
1 和 C

f̂
2. 进一步假设 C

f̂
1

 Cf̂
2, 这个假设揭示了 f̂ j , k中的N ( 0, Cf̂

1)成分大量聚集在 0点

附近,这正是真实信号中可以忽略的成分, 而 f̂ j , k中的N (0,

Cf̂
2)成分则存在一些较大的值, 这是真实信号中主要成分.

在上述假设下,由 ŷ j , k= f̂ j , k+ �̂j , k可以导出ŷ j , k的分布

ŷ j , k~ (1- wj , k) N (0, Cŷ
1)+ wj , kN (0, Cf̂

2) (5)

其中: Cŷ
1= Cf̂

1+ C �̂, Cŷ
2= Cf̂

2+ C�̂. (6)

一旦获得观测值,则 Gabor 系数 ŷj , k就可以确定. 如果能

够从 ŷj , k估计出 p , Cŷ
1和 Cŷ

2的值,也就获得了 Cf̂
1 和 Cf̂

2. 在确

定了 ŷj , k和f̂ j , k的分布及p 之后就可以从 ŷ j , k中估计出f̂ j , k, 对

f̂ j , k进行 Gabor逆变换就可以得到信号估计!f = G- 1E( f̂ | ŷ ) .

3 � 经验参数的选取

3�1 � Cŷ
1的选取

类似于式( 3)中 Cf̂
1 的意义, 可以认为 Cŷ

1 对应的成分是

ŷ j , k中噪声的主要成分, 而这正是有待清除的成分, Cŷ
1 是这些

噪声的方差,因此可以从 ŷ j , k去估计 Cŷ
1. 因为在 Gabor 变换域

内,信号能量主要集中在为数很少的部分系数上, 因此可以采

取保留能量方法保留部分系数,记 Ce 为门限化算子, 则 Ce 按

如下方法对 ŷj , k进行截断:

∀Y= CeŶ

!∀Y! 2
2=  ! Ŷ !2

2

(7)

其中  为能量保留系数,其推荐值为  ∀ [ 0�5, 1�0) .

Cŷ
1= [Median

j ∀ J , k ∀ K
( | ŷ j , k- #yj , k| ) / 0�6745] 2 (8)

3�2� Cf̂
1 和 C�̂的选取

由 f = G- 1f̂ 知, f̂ j , k对f 贡献是G- 1f̂ j , k ,因此有:

!f != !G- 1f̂ j , k ! ∃ !G- 1! | f̂ j , k | = Ch | f̂ j , k | (9)

如果( | f̂ j , k | ) j ∀ J, k ∀ K的极大值M 很小, 则它对 f 贡献将很小.

如果记 f 中可以忽略的扰动标准差为!, 根据假设 f̂ j , k将以很

高的概率落在范围( - 3 Cf̂
1 , 3 Cf̂

1 )内, 因此选取 3 Cf̂
1=

!/ 2M 是合理的,因此

Cf̂
1= ( !/ 6M) 2 (10)

式中 !可以用下面的方法进行估计: 先对| y i+ 1- yi |
N - 1
i= 1 从小

到大进行排序得到非递减序列 ∀, 即 ∀= Sort
1∃ i< N

( | yi+ 1- y i| ) .

然后从 ∀的前约百分之二个的值估计!值 ,可以取稳健的中

值估计: != Median
1∃ i< #0�02* N�

(∀) (11)

在选定 Cŷ
1 和 Cf̂

1 之后,由式( 6)易得 C�̂的值:

C�̂= Cŷ
1- Cf̂

1 (12)

3�3� p 和Cŷ
2 的选取

3�3�1 � p 的点估计策略 � 若假设随机变量 w j , k服从参数为 p

的两点分布B (2, p ) ,显然它满足式(4)条件. 在此分布条件下

有: Ew j , k= p (13)

因此可以取随机变量 w j , k数学期望作为参数 p 的点估计. 进

一步取单次实验的 wj , k为其数学期望,即令 wj , k= Ewj , k, 显然

这是合理的, 因此有: � � wj , k= p (14)

式中 0∃ p ∃ 1. 再将式(14)代入式(5) ,则得到:

ŷj , k~ (1- p ) N (0, Cŷ
1 )+ pN (0, Cŷ

2) (15)

式(15)为我们从实验数据中估计 p 作了理论上准备.

3�3�2 � p 和Cŷ
2 的理论估计 � 在估计 P 和 Cŷ

2 之前,先考虑一

个更一般性的问题: 假定随机变量 X 服从下面混合正态分

布:

X ~ (1- p ) N ( 0, C1) + pN (0, C2) (16)

其中 C1已知, p 和C2是未知参数. 现在就是要从 X 的一组测

量{ X i}
n
i= 1去估计未知参数 p 和C2.

为此可以先构造给定测量{ X i }
n
i= 1的似然函数 L ( C2 , p |

X ) ,令:

L ( C2, p | X) =

∃
n

i= 1

( 1- p )
1

2#C1

exp( -
| X i|

2

2C1
) + p

1

2#C2

exp( -
| X i|

2

2C2
) .

C2和 p 的取值应使L ( C, p | X )取极大值,即:

( C2, p )= arg max
p ∀ [0, 1] , C

2
∀ R

+
L( C2, p | X ) (17)

式(17)的一个等价命题是:

( C2, p )= arg max
p ∀ [ 0, 1] , C

2
∀ R

+
l( C2, p | X ) (18)

式中 l( C2 , p | X )

= %
n

i= 1

ln ( 1- p)
1

2#C1

exp( -
| Xi |

2

2C1
) + p

1

2#C2

exp( -
| Xi |

2

2C2
)

(19)

通过令:% l( C2, p | X) /% p= 0,% l( C2, p | X ) /% C2= 0 可以得到

519第 � 4� 期 张宗平: 基于 Bayes 准则自适应 Gabor系数缩减的信号恢复



p 和 C2 的理论解: � � p= n
- 1 %

n

i= 1

∃i (20)

C2= %
n

i= 1
| X i|

2∃i %
n

i= 1
∃i (21)

∃i=

p
1

2#C2

exp( - | X i |
2/2C2)

( 1- p )
1

2#C1

exp( - | Xi |
2/ 2C1) + p

1

2#C2

exp( - | Xi |
2/ 2C2)

(22)

p 和 Cŷ
2是属于这个一般问题的特例, 可以用式(20)、( 21)

和(22)进行求解.但应注意到由式( 20)、( 21)及( 22)所确定的

是 p 和C2 非显式解 ,必须采取适当的方法进行求解, 本文采

用的是迭代解法.

3�3� 3� p 和 Cŷ
2 的迭代解 � 当 C1 确定后, 由式( 19)定义的

l( C2, p | X )是一个严格凸函数,而由式(20)和(21)所确定的 p

和C2是 l( C2, p | X )的最速上升方向.因此构造如下的迭代算

法计算 p 和C2.

(1)初始化 p= p ( 0) , C2= C ( 0)
2 , j = 0;

(2)由式(22)计算 ∃( j )
i ;

(3)由式(20)计算 p ( j + 1) ,由式( 21)计算 C ( j+ 1)
2 ;

(4)若| p ( j + 1) - p ( j ) | > epsp 或| C ( j+ 1)
2 - C ( j )

2 | > epsC
2
, 则 j

= j+ 1, 返回(2) ;否则停止迭代, p ( j+ 1) & p , C ( j + 1)
2 & C2 .

下面是对该算法的验证结果,实验取 C1= 1, C2= 10, p=

0�1.表 1 是在不同的样本容量下对 p 和 C2 的估计. 由下可

见,该算法是非常有效的(每一个样本都重复实验 1000 次) .

表 1 � 不同样本容量下对 p 和C 2的迭代估计结果

样本容量 50 100 200 500 1000 2000 4000

p
均值 0�2540 0�1534 0�1133 0�1062 0�1033 0�1010 0�1006

标准差 0�2667 0�1286 0�0477 0�0278 0�0186 0�0124 0�0088

C2

均值 8�1918 9�2070 10�0238 9�9993 9�9131 10�0517 10�0145

标准差 8�7640 6�4934 4�5258 2�9149 2�0278 1�3697 0�9479

4 � f̂ j , k的 Bayes估计

� � 在选定参数之后, 就确定了 ŷ j , k和f̂ j , k的分布, 最终目的

是根据 f̂ j , k的经验分布, 从 ŷ j , k估计f̂ j , k .由式( 3)~ ( 5)可得:

� � E( f̂ j , k| ŷj , k) = Ew| ŷ
j , k

E( f̂ j , k | ŷ j , k, w)

= Pr ( w j , k= 0| ŷ j , k ) E( f̂ j , k| ŷ j , k, wj , k= 0)

� + Pr ( w j , k= 1| ŷ j , k ) E( f̂ j , k| ŷ j , k, wj , k= 1)

= Pr ( w j , k= 0| ŷ j , k )
Cf̂

1

Cg
1
ŷj , k

� + Pr ( w j , k= 1| ŷ j , k )
Cf̂

2

Cŷ
2
ŷj , k (23)

式中

Pr ( wj , k= 0| ŷj , k )=
O

O+ 1
, Pr ( w j , k= 1| ŷ j , k) =

1
O+ 1

(24)

其中 O= (1- p )
p

Cŷ
2

C
ŷ
1

exp[ -
( Cf̂

2- Cf̂
1)

2C
ŷ
1C

ŷ
2

| ŷj , k|
2 ] (25)

根据假设知 Cf̂
1 是真实信号中可以忽略部分的方差, Cŷ

1

是观测序列中有待清除的噪声方差,因此 Cŷ
1 ∋ Cf̂

1 .当| ŷj , k| &

0 时, O 比较大, Pr ( w j , k= 0| ŷj , k) & 1, Pr ( w j , k= 1| ŷj , k) & 0,式

(23)的第一项起主要作用, f̂ j , k几乎被置零. 反之, 当 | ŷj , k | 比

较大时, O 比较小, Pr ( wj , k= 1| ŷ j , k ) & 1, 式(23)的第二项起主

� 图 1 � f̂ 的Bayes估计曲线

要作用 f̂ j , k接近
Cf̂

2

Cŷ
2

ŷj , k. 由此可

以看出基于 Bayes 估计的 Ga�
bor系数缩减是一种非线性缩

减. 图1 是从 ŷ 到f̂ 的 Bayes 估

计曲线.

5 � 数值实验
� � 这里将要对基于 Bayes 准

则自适应 Gabor 系数缩减的信号恢复方法进行数值实验验

证. 取三个检验函数,它们是 Bump 函数、Doppler函数和 Quad�
chirp 函数, 这三个函数具有适度的光滑性. 在高斯白噪声背

景下, 比较基于 Bayes 准则自适应 Gabor系数缩减的信号恢复

和基于小波级数非参数回归的信号恢复的效果. 去噪性能采

用常用的输入、输出信噪比衡量, 设观测序列为 yi= f ( t i ) +

�i , i = 1,  , N 估计信号为!f ( t i) , 输入信噪比 ( SNR input)和输出

信噪比( SNRoutput)分别定义为:

SNR input= 20log10( std ( f ) / std (�) ) ,

SNRoutput= 20log10( std( f ) / std( f - !f ) ) .

表 2 � 基于 Bayes准则自适应 Gabor系数缩减 ( Adaptive Bayesian Ga�

bor Coefficients Shrinkage Abb. ABGCS)的信号恢复和基于小波

级数非参数回归( Wavelet Nonparameter Regression Abb. WNR)

的信号恢复对 Bump函数、Doppler 函数和 Quadchirp函数处理

结果

输入 SNR

提高 SNR

Bumps Doppler Quadchirp

ABGCS WNR ABGCS WNR ABGCS WNR

0 11�4020 8�9381 9�6594 9�8258 6�9685 1�5434

20log2 11�2735 8�0761 8�7086 7�9828 8�1455 0�3355

20log3 10�0880 7�4038 8�3023 7�2763 7�9166 0�2787

20log4 9�0685 6�8332 7�8353 6�1783 7�4732 0�2398

20log5 8�3503 6�4041 7�3029 5�6746 6�9342 0�2117

20log6 7�9801 5�8940 6�8211 5�4164 6�4142 0�1837

20log7 7�6759 5�6020 6�2333 5�2770 5�8592 0�1749

20log8 7�3707 5�4707 5�7588 5�0321 5�3757 0�1666

20log9 7�1750 5�3380 5�4938 4�8959 4�9175 0�1553

20 6�9111 5�1746 5�3902 4�8235 4�4727 0�1583

式中 std( x )表示序列 x 的标准差.改善信噪比( Improved SNR)

为输入信噪比和输出信噪比之差 .考虑到噪声样本的随机性,

对于每一个输入信噪比, 输出信噪比为 100 次不同噪声样本

下的输出信噪比的算术均值. 小波参数回归使用的是八阶

Daubechies小波、分解级数为 5 级, 单一硬门限方法去噪进行

处理. 所有检验信号的采样点数为 1024.表 2 是对这三个检验

信号的数值实验结果.

图 2~ 4 是检验函数在输入信噪比为 20log( 7/ 3)时使用基

于 Bayes 准则自适应 Gabor 系数缩减的信号恢复和基于小波

级数非参数回归的信号恢复对检验函数的恢复效果 (图中

( a)为原始信号; ( b )为含有噪声观测序列; ( c)为基于 Bayes

的准则自适应 Gabor 系数缩减的恢复结果; ( d)为基于小波级
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数非参数回归恢复结果) . 由图可以看出基于 Gabor系数 Bayes 缩减方法可很好地清除观测序列中的噪声.

图 2 � Bumps函数 � � � � � � � � � 图 3� Doppler函数 � � � � � � � � � 图 4� QuadChirp函数

6 � 结束语

� � 本文通过分析信号和噪声在 Gabor 变换域内分布差异,

提出了信号在 Gabor变换域内的 Bayes 分布模型,进而通过噪

声观测去估计信号的 Gabor变换系数, 然后通过 Gabor 逆变换

估计未知信号.数值实验表明, 对于具有显著时频谱特征的一

大类未知信号具有很好的恢复效果.

本文所提出的方法与现有的小波阈值方法是有类似之

处:它们都利用了信号在紧支集基函数下展开的稀疏表达式.

所不同的是通常的基于小波变换的阈值方法所使用的小波一

般是正交小波基,而本文所使用的 Gabor 基是一个冗余基, 因

此信号恢复的稳定性好. 由于信号的 Gabor 变换使用的是加

窗的三角基,因此本文方法更适合分析具有显著时频谱特征

的一大类未知信号,对于这类信号小波阈值方法通常难以凑

效.因此本文所提方法可与现有的小波阈值方法互为补充.同

小波阈值方法相比,本文所提的方法计算量略大, 但它在许多

情况下并不影响实际工程应用.
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